Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



t 



® 



/ 



*A 



Ueber 



Kugel- und Cylinderfunktionen 



4 und 



deren Kettenbruchentwickelung. 



Inaugnral-Dissertation 

zur 

Erlangung der Doctorwürde 

bei der 

hohen philosophischen Falinität 

der Rheinischen Friedrich -Wilhelms -Universität zu Bonn 

eingereicht und mit den beigefügten Thesen vertheidigt 
am 5. März 1894, Mittags 12 üftr 

von 

Rudolf Ea^nning 

aus Minden. 



Opponenten: 

H. Füth, Dr. med. 
A. Helle, Dr. phil. 
Th. Nissen, cand. phil. 



Bonn, 

üniversitäts- Buchdruckerei von Carl Georgi. 

1894. 



'^'t-odbL VöO%".9^6 



<^M^HO COLt^^K 




7^' } ■ J 



/] 






Gauss^) hat den Quotienten zweier hypergeometri- 
schen Reihen F{a, ß, y, x) : F(a+1, ßj y+ 1, x) in einen im 
allgemeinen unendlichen Kettenbruch verwandelt. Thom^^) 
und Ri ernannt) haben dann auf verschiedenem Wege ge- 
zeigt, dass diese Kettenbruchentwickelung gegen den Wert 
des Quotienten konvergiert für alle Werte der komplexen 
Variabeln x mit Ausnahme der reellen Werte zwischen den 
Grenzen +1 und +00. 

Nun kann man zwar die Eugelfunktionen und einen 
besonderen Grenzfall derselben, die Gylinderfunktionen, als 
hypergeometrische Reihen auffassen. Jedoch ist die Frage 
nach der Konvergenz des Kettenbruches, in welchen man 
den Quotienten zweier Kugelfunktionen P«:P„+i verwan- 
deln kann, durch die genannten Untersuchungen des- 
wegen noch nicht beantwortet, weil man die Kugelfunk- 
tionen durch geeignete Umformungen zwar in verschie- 
dener Weise als hypergeometrische Reihen darstellen kann, 
aber nicht so, dass P«+i=-F(a+l,j^,y-|-l,a;) wäre, wenn 
Pn = F{a,ßjy,x) ist. Wenn nun für die Gylinderfunktionen 
dies allerdings in gewisser Weise möglich ist, so bleibt 
es doch fraglich, ob die vonThom6 und Riemann ange- 
wandten Schlüsse bei dem Grenzübergang, den man vor- 
nehmen muss, um die Gylinderfunktionen als hypergeome- 
trische Reihen darzustellen, ihre Gültigkeit behalten. Aus 
diesen beiden Gründen scheint für die genannten Funk- 
tionen eine besondere Untersuchung ihrer Kettenbruchent- 



1) Gauss Werke Bd. III, S. 125 fiP. Disquisitiones generales. . 
und Nachlass. 

2) Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 66, S. 822—336, Bd. 67, S. 299—309. 

3) Riemann, ges. math. Werke S. 62—78, 400—496. 



Wickelung erforderlich. Dieselbe soll im Folgenden unter 
Beschränkung auf einen ganzzahligen Index der Funktionen 
nach vorheriger Angabe der für diesen Zweck wichtigsten 
Formeln in den Abschnitten I und II, sowie nach Ableitung 
einer neuen Integraldarsteliung in den Abschnitten III und 
IV angestellt werden. 



L 

Die Kugelfunktion erster Art Pn{x\ welche von Le- 
gendre und Laplace in die Wissenschaft eingeführt wor- 
den ist, möge definirt werden als dasjenige Integral der 
Differentialgleichung 

(1) (i_a52)g_2a;^+„(n+l)y=0, 

in der n irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, welches 
für jeden endlichen Wert von x endlich bleibt. Daneben 
stellt Heine ^) als Kugelfunktion zweiter Art eine Funktion 
Qn{x), die er zunächst durch einen Querschnitt in der Ebene 
der komplexen Variabein x von —1 bis +1 zu einer ein- 
deutigen Funktion des Ortes macht und dann durch die 
folgenden Anforderungen bestimmt: 

1) sie soll bis an den Querschnitt der Differential- 
gleichung genügen; 

2) bis an den Querschnitt kontinuirlich bleiben; nur 
in den Punkten +1 darf sie unendlich werden; 

3) mit 5?'*+^ multipliziert für a:=oo gleich werden 

1.2... n 
3.5...(2w-M) 

4) im Querschnitt das arithmetische Mittel aus den 
beiden Werten an den Uferrändern bedeuten, also bestimmt 
sein durch die Gleichung 

Qn{x) = i Qn(X+€i) + ^ Qn{x—€i), 

wenn unter e eine verschwindende reelle Grösse verstanden 
wird. 



1) Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, Bd. 1 S. 127 u. 128. 



Die so definierte Funktion gentigt der DiflFerentialglei- 
chung (1) in der ganzen Ebene mit Ausschluss der Umge- 
bung des Querschnittes, und gentigt ihr wieder im Quer- 
schnitt selbst. 

Die beiden betrachteten Funktionen P» und Qn sollen 
nun zunächst durch Reihen und dann durch Integrale 
wirklich dargestellt werden. 

Die Integration durch Reihen liefert für jedes x 

(2a) Pnix) - y^ ^ . 

U ^^^-^) ^-^ I n{n-l){n^2){n^S) ) 

\ 2(2n-ir 2.4.(2w-l)(2w-3)^ j 

und für Mx<l 

(2^) ^-(-)= 3:5::.(2:4-i) ' 

L_.,, , {n+l){n+ 2) in+l)(n+2){n+3Kn+ i) , \ 

\ 2.(2n+3) ^ ■*■ 2.4(2w + 3)(2w+5) ^ ^'•J 

Durch die Substitution 

erhält Heine^) für M^<1, d. h. ftir alle Werte von x mit 
Ausnahme der reellen Werte zwischen den Grenzen — 1 
und +1 die Darstellung 

worin das Symbol F(a^ßyy,x) die hypergeometrische Reihe 

l.y 1. 2. y{y+\) 
bedeutet. Daraus gewinnt Heine^) für einen Punkt im 
Querschnitt selbst, wenn a;=cos^ gesetzt wird, 

l.(n+l) 



Si- <»«)*+ ;f^!^-(»+^>»+-) 



l.(2w 

sowie ftir einen Punkt am Uferrande 

(2e) Qn{x ±ei) = Qn(x) T i t/rPn(ic). 



1) Heine 1. c. S. 129. 

2) Heine 1. c. S. 130. 



Die erste Integraldarstellang der Funktion Pn{x) ver- 
mittelst der Beziehung 



(3a) ^'»(^)=^ /(^+ ^^s (p]fö^-iyä(p 



rührt von Laplace her. Daran schliesst sich die von 
Heine ^) gegebene zweite Darstellung 

n 

(3b) -Pnix) = i f- ^%— „., ' 



Unter Benntznng der bekannten Snmmationsformel 
F(a, ß, y,x)=C .fvß-^ (1 —m)^ -/*-»( 1 - xu}-"du, 

_ mß-\).n{y-ß-\) 

^- JT(y-l) 

gewinnt der letztere 2) für alle Punkte x^ die nicht im Quer- 
schnitte liegen, die entsprechende Gleichung 



00 

\n{x)= 1- 



(3c) q„(x)= I ^-^—^^^^=—, 



x+Q,o%iq)ioi? — ly 







und daraus für einen Punkt a: = cos ^ im Querschnitt selbst 

00 

(3d) 2QM=f— :^fr^v 





dg) 



oo 



«+1 
f {X — Go^ifpyx" — 1; 





Gosicp^x^ — ly 



Die für den vorliegenden Zweck äusserst wichtige Rekur- 
sionsformel der Kugelfunktionen 

(4) in+l).Pn^i{x)-{2n+l)x.Pn{x)+n.Pn^i{x)=0, 



1) Heine 1. c. S. 36. 

2) Heine 1. c. S. 132. 



welche im wesentlichen schon bei Gauss vorkommt, und 
aus der die Entwickelung des Quotienten Pn+i : Pn in einem 
Kettenbruch gewonnen wird, beweist Heine^) unter Be- 
nutzung der Beziehung 

T=(l— 2aa;+«V'=-£ß".P«fa;)- 

Wir ziehen es jedoch vor, hierfür sowie für die entspre- 
chende Gleichung 

(4a) in+l)Qn+i{^)-{2n+ l)xQn{x)+nQ^i{x)=Q 

einen neuen Beweis im Abschnitt III zu erbringen. 



n. 

Die Cylinderfunktionen, auch Besselsche Funktionen 
genannt, sind zuerst von Fourier^) und BesseH) ein- 
gehend behandeilt worden. 

Ebenso wie bei den Kugelfunktionen kannte man ur- 
sprünglich nur eine Art derselben, nämlich die der Diffe- 
rentialgleichung 

genügende Funktion 

(2) Jn(x)= gr^- 1 1 — 2(2»+2) "^ 2.4(2«+2)(2n+4)~"*r 
die schon von Bessel durch das folgende Integral 






rnix)=iß 



COS (ajsin qp — nq)) cUp 





ausgedrückt worden ist. 

Neben diese Cylinderfunktion erster Art stellen wir 



1) Gauss, Methodus nova integralium valores per approx. 
inveniendi no. 19. Bd. III S. 166 ff. 

2) Heine 1. c. S. 91. 

3) Fourier, Theorie analytique de la chaleur 1822 S. 369. 

4) Bessel, Untersuchungen des Tefls der planetarischen Stö- 
rungen, welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht. Abh. der 
BerL Akademie der Wies, aus dem Jahre 1824, matb. Klasse S. 1—52. 



8. 

nach Heine*) das folgende Integral derselben Dififerential- 
gleichung als Cylinderfanktion zweiter Art. 

Durch die Substitution y^=^x'*z geht (1) über in 

Setzt man 

ß 

£f = j^i 008 tp giu 2«y ^qp 



a 



in dieselbe ein, so erhält man 

ß 

/c**®**^ysin2»qp(— a;cos2g)+i.(2n+l)cos9+a:)d9) 

a 

ß 

a 

also ein Integral, wenn a und /? so gewählt werden, dass 
die rechte Seite Null ist, d. h. e'^^^^^^v sin^^+iqp für a und/J 
denselben Wert annimmt. Dies wird erreicht durch die 
Bedingung /J=a+2m7r. Im Besonderen erhält man die 
von Heine gegebenen Lösungen, wenn man solche Grenzen 
a und ß sucht, für welche e**ß°«v'sin***+*g) verschwindet. 
Dies geschieht einerseits durch die Bedingung sin^**+^g)=0, 
welche das Integral 



/ 



7t 

ix cos 



liefert, andererseits durch Hinzuziehung der Bedingung 

die nur durch einen unendlich grossen imaginären Wert 
von <jp erfüllt werden kann. Daher soll in dieser zweiten 
Lösung i(p statt 9 geschrieben werden. Der oberen Grenze 
wird nun von Heine 2) folgender Wert beigelegt. Ist a; 
irgend eine beliebige Zahl mit nicht negativem imaginärem 
Teile, und setzt man 

— ix=a (cos a— isina) ? — o" ^ " ^ "ö^ > 

bezeichnet man ferner mit g das reell positiv Unendliche, 



1) Heine 1. c. S. 237. 

2) Heine 1. c. S. 193, Anm. u. S. 237. 
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sowie mit / irgend einen Wert zwischen — -^ und + <, mit 

Ausschluss dieser Grenzen, so soll die obere Integrations- 
grenze 

sein. Nachdem HjBine dann noch durch einen Querschnitt 
längs der reellen Axe der x ein Ueberschreiten derselben 
bei der Integration unmöglich gemacht hat, beweist er von 
dem Integral 



/'4Ä:)=:/e*^^°"^*sin2«e^ei9, 



dass dasselbe eine Bedeutung hat und der Differential- 
gleichung (la) genügt, weil die Exponentialfunktion an der 
oberen Grenze verschwindet, und dass das Integral von 
dem Integrationswege sowie von dem speziellen Werte von 
X unabhängig ist, da die verschiedenen Integrationswege 
einen Raum einschliessen, in welchem die zu integrierende 
Funktion endlich und einwertig bleibt. Die so definierte 
Funktion fn wird noch ausgedehnt auf den Fall eines re- 
ellen X sowie eines solchen mit negativ imaginärem Teile 
durch die beiden Bestimmungen, dass die Funktion für 
reelles x gleich dem arithmetischen Mittel aus den Werten 
am Rande des Querschnitts und dass im zweiten Fall 

fn{—X)=fn{x) 

sein soll. 

Unter Hinzufögung eines konstanten Faktors erhält 
man nun die beiden Lösungen der Differentialgleichung (1) 



n 



(^^) '^-(*)=rx:|^r) • iß-'-'^^^^'^ä^' 



x^ 





00 



(3b) ■^'•(^)='rX~(2w^f)* / c*''*'°'**'sin2«i(3pc?(jf), 



worin oo den oben angegebenen Wert öf+(a+x)i besitzt. 
Von diesen stimmt die erste mit der vorhin erwähnten Cy- 
linderfunktion erster Art überein; die zweite möge nach 
Heine Cylinderfunktion zweiter Art genannt werden. Für 
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beide Lösungen gewinnt H e i n e ^) unter Benutzung der 
Jacobi'schen'^) Transformationsformel, deren Gültigkeit 
er im vorliegenden Fall auch auf die Integrationsgrenzen 
und cx) ausdehnen kann, da die bei der partiellen Inte- 
gration ausserhalb des Integralzeichens auftretende Funktion 
nicht nur an den Grenzen und tt, sotidern auch für 
und 00 verschwindet, noch die folgende Darstellung: 

(3c) Jn{x) =^^^- \^^ ****' y COS W9 d^) 



OD 

(3d) r^=(-i)«. I^^^m%mpdq>. 





Schon in der Einleitung ist hervorgehoben worden, 
dass ein innerer Zusammenhang zwischen Eugelfunktionen 
und Cylinderfunktionen besteht, um diesen wenigstens 
für Ji anzufahren, bringen wir die Kugelfunktion Pw, deren 
Argument mit cos ^ bezeichnet werden möge, auf die Form 

P^(cos^) = F^w+l,~m,l,sin^|^y^ 

Lassen wir nun m unendlich gross werden, so erhalten wir 
gerade Jo, mithin die Beziehung 

J«(^)=P«(co8^)=F(w+l-«».l,2^)limm=oo. 
Dementsprechend erhält man allgemein 

Ebenso wie Jo lassen sich sämtliche Cylinderfunktionen als 
Grenzfälle gewisser Funktionen betrachten, die Heine*) 
als zugeordnete Funktionen der Kugelfunktionen bezeichnet, 
die aber für die vorliegende Untersuchung ohne Inter- 
esse sind. 



1) Heine 1 c. S. 237. 

2) Grelle, Journal für die Mathematik, Bd. 15. S. 13. 

3) Heine 1. c.S. 18. 

4) Heine 1. c. S. 232 und 233. 



11 



Aus der letzten Gleichung soll noch eine Folgerung 
gezogen werden. Aus ihr folgt nämlich unter Benutzung 
der bekannten Summations forme! der hypergeometrischen 
Reihe die der Gleichung 



Dieses Integral, welches in der Riemann'schen Konvergenz- 
untersuchung eine Hauptrolle spielt, ist aber zur Darstel- 
lung von Jn(x) ganz ungeeignet, da es wegen der Be- 
ziehung 



(l 5^.5V--e"2^^ 

y 2fn2m 7 " 



2*^ = 1 



von X unabhängig wird. Es folgt mithin hieraus, dass die 
Riemann'schen Betrachtungen sich nicht auf die Cylinder- 
funktionen ausdehnen lassen. 

Auch für die Cylinderfunktionen existiert, wie für die 
Kugelfunktionen, eine Rekursionsformel, und zwar die 
folgende 

(4) XJn-2(n+l) Jn+l + X Jn+2^0, 

xYn-2(n+l) Yn^l+X Tn+2=0, 

worin das Argument x fortgelassen ist. Dieselbe ist für 
die Cylinderfunktionen erster Art von BesseP), für die- 
jenigen zweiter Art von Hein e^) aufgestellt und bewiesen. 
Wir wollenem Abschnitt IV für diese Formel, aus der die 
Kettenbruchentwickelung der Cylinderfunktionen folgt, eine 
neue Ableitung geben. 



III. 

• 
Die Rekursionsformel 1,4 lässt sich auch als Differenzen- 
gleichung auffassen. Kann man unter den Integralen der- 
selben die Kugelfunktionen nachweisen, so ist damit der 



1) Bessel 1. c. S. 31. 

2) Heine 1. c. S. 243. 
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noch fehlende Beweis erbracht, dass dieselben jener Re- 
kursionsformel gentigen. 

Die Differenzengleichang 

(n+2).yH+2— (2w+3).Äy„+i+(w+l)yn = 

integriert man nach Laplace durch das Integral 

ß 



a 



in welchem man die noch unbestimmten Grössen V sowie 
a und ß durch die Differenzengleichung zu bestimmen sucht. 
Durch Einsetzen gewinnt man nämlich 
ß 
/s-"-H(»+l)s2— (2»+3)ajs+»+2).Fds = 



a 



ds 



und hieraus durch partielle Integration 

a 

— [s-"F(s2-2as+l)]=0. 

a 

Man genügt dieser Gleichung durch die beiden gleichzei- 
tigen Annahmen 

sd{F(s2— 2a»+l)} + F(s«— 3a»+2)efe=0, 
[s-«.F(s«— 2a;s+l)j=0. 

a 

Aus der ersten folgt 



-fi 



log{F(,._2a«+l} = -/^^?±2-.ek 



sowie wegen der Beziehung 

«2— 3ics+2 . 2 s—x 



(8^—2x8-^-1)8 8 s^— 2a;5+l 
die Gleichung 

log { F(s«— 2ä?s+ 1)} = - log s2+ log («2 — 2x8 + 1)7« 

und endlich 

F=5-2(s2-2rcs+l)-\ 
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Ftir die Grenzen erhält man demnach die Bedingung 

(s-»-2(s8— 2a;s+l)+'/') =0. 



a 



Allgemein hat man also solche Wertepaare a nnd ß za 
suchen, für welche die Klammer denselben Wert annimmt. 
Bestimmen wir jedoch sogleich diejenigen, für welche sie 
Null wird, so erhalten wir einerseits die Wurzeln der 
Gleichung 

^—2xs+l=0 
d. h. 

andererseits 

5=00. 

Dadurch gewinnen wir die beiden Integrale: 

«+V^iB»— 1. 

C» 

Um nun zu entscheiden, ob die Grössen tfijn und ^2"» 
die gesuchten Eugelfunktionen sind, haben wir sie durch 
geeignete Substitutionen auf bekannte Integralformen der- 
selben zurückzuführen. Durch den Ansatz 

s = x + Q09q> ^x^— 1 

geht das erste Integral über in I,3b, multipliziert mit i./r, 
das zweite in 1, 3 c. Damit ist die Rekursionsformel der 
Kugelfunktionen bewiesen; zugleich sind die beiden neuen 
Integraldarstellungen 

(5) Pn{x)= — / 8-^-^8^-2X8+ 1)-V.d5, 



=-y;---v-i 



1^««— 1 

00 



Ux) = Is-^H 



(5a) Qn{x) = I s-^\s^^2xs'\' ly^i^ds 
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gewonnen. Es erscheint noch bemerkenswert, dass in den 
beiden letzten Integralen der Ansdruck 

(s2-2a:s+l)-v. 

vorkommt, durch dessen Entwickelung nach steigenden Po- 
tenzen von s die Eugelfunktionen erster Art zuerst erhal- 
ten worden sind. 



IV. 

Setzt man in die Differenzengleichung 

icy«— (2«+2)y«+i+a!y„+2= 
den Wert: 



a 



ein, so erhält man die Bedingung 

/s-''-\x-'2s+xs^—2ns)Vds=0 



a 



und hieraus durch partielle Integration 



^-n-l 



s-^V2s 



ß 

a 



T{x-2s+a;s^)-.S^ 



ds+ 



= 0. 



Derselben genügt man durch die beiden gleichzeitigen 
Annahmen 

{s-*V2b) = 0. 

a 

Nun giebt die erste derselben 

so dass man znr Bestimmung der Grenzen die Gleichung 



(ie*('"»)s-»-i)=0 



erhält. 
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Ohne allgemein nach den Wertepaaren za fragen, für 
welche die Klammer denselben Wert annimmt, wollen wir 
sogleich die Grenzen so zu bestimmen suchen, dass das 
Integral gleich einer Cylinderfanktion werde. 

Es war 

n 





2ä 



^ ^ i tfid COS g> 

- 2.y^ 



cosnqpä^. 



Setzen wir 



|^s_i.j = i cos 9., 

so erhalten wir für s die beiden Werte 

5j = i(cos <)p — f sin 9) 
«2 = i (cos qp + i sin qp). 

Unter Benutzung des ersten wird 

s~**"^ = (— t)**+Mcos(w+ 1) qp + i sin (w + 1)^)), 
is = (cos q> — % sin qp) dg), 

mithin 

/*' 

2y^ = (— • i)**+i /e^* «OS ^ (cos wqp + i sin w^) dqp 

ß' ß* 

— {—%)''^^f^ °°* y COS wy d^ + (— i)" /e^ «o« ^ sin »9) d^. 

Wählen wir nun a und ß so, dass a' und /?' und 27r 
werden, so verschwindet das zweite Integral und es wird 

2yn.^ = Jn(ÄJ>. 

Nun wird, da s = i(cosg) — isinqp) ist, sowohl a als auch 
j5 gleich %, Folglich ist 



-hß 
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und zwar erstreckt sich die Integration über den Einheits- 
kreis um den Nullpunkt in einer der Bewegung des Uhr- 
zeigers entgegengesetzten Richtung. 

Wählt man den zweiten Wert 

s= i (cos y -f i sin ^), 

so verwandelt sich nur die Integrationsrichtung in die ent- 
gegengesetzte, und man erhält 



'^-^''^^-2^r '^^''^' 



Um nun die Cylinderfunktionen zweiter Art zu gewinnen, 
bestimmen wir in der Gleichung 

2yn = (— i)**"*"^ f^ "^^ ^ cos n(p dtp -f- (— i) +»* /e ^ *^°^ ^ sin ntf dq> 

a' a' 

a* und /?' gleich — oo und -f-oo. Dann verschwindet wie- 
der das zweite Integral, und es wird j 

Dabej werden die Grenzen a und ß und oo, mithin ist \ 



00 



und zwar ist das Integral, nachdem ein Umkreisen des 
Nullpunktes durch einen Querschnitt längs der reellen Axe 
der s Ebene unmöglich gemacht ist, so aus der Null ins 
Unendliche zu fahren, dass der Exponent an den beiden 
Grenzen einen negativ unendlichen reellen Teil besitzt. 
Alsdann lässt sich zeigen, genau wie es Heine (I.e.) für 
das Integral 

^""^^^"^ 13 (Im— 1) ' /e''*''*'*^ sin^^'i^pdy 



nachgewiesen hat, dass das Integral einen Sinn hat und 
unabhängig vom Integrationsweg ist. 
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Da schliesslich auch die BediDgnng 



a 



TOD beiden Integralen erfüllt wird, so ist zugleich mit dem 
Beweise der Rekursionsformel für die Cylinderfunktionen 
die Integraldarstellung 

(5) J„(,x) = ^fe^^'~'^^sr-«-^ds, 



''"(*> = 2^^ 



00 



(Sa) Y. = ~le'^' '^s^-^ds 



-iß 





gewonnen. 

Die zwischen Kugel- und Cylinderfunktionen statt- 
findende Übereinstimmung führt auf die Vermutung, dass 
sich 

.t(-t) 

nach Cylinderfunktionen entwickeln lassen wird. In der 
That gewinnt man, indem man nach steigenden Potenzen 
des E&ponenten entwickelt und dann nach Potenzen von 
s ordnet, die schon von Herrn LommeP) auf etwas anderem 
Wege gefundene Gleichung 



('"+('T)'y-+-- 



+ 



+ («• + 

Setzt man diese Entwickelung in Gleichung 5 ein, so er- 
hält man auch rechts Jn. 

V. 

Wenn 2) zwischen je drei aufeinander folgenden Grössen 
h} A+i> /i+2 eine lineare Gleichung von der Form 

/i+n/i+i+Ä;iA+2= 

1) Lommel, Studien über die Bessel'schen Funktionen S. 32. 

2) Heine 1. c. S.2G0ff. 

2 
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besteht, so lässt sich der Quotient /i:/o »ach geeigneter 
Division in einem Kettenbruch der folgenden Art 

«0 ■ 



1— Ol 



1— öfg 



1.. 



'S.. 



entwickeln. Dadurch erhält man die Gleichung 



(6) 



fo 



1 1 



a 



n , • » 



1 ... 



» 



worin der symbolische Ausdruck rechts den Kettenbruch 

bezeichnen soll. Bricht man denselben hinter -^j dem 

^ten Partialbruch ab, so erhält man den .fi^^ Näherungs- 
wert und durch Einrichten desselben den (x^^ Näherungs- 
zähler Z^ und Näherungsnenner ^^. Fttr diese gelten die 
bekannten Bekursionsformeln 

^0 = 1 



Zq = a-o, 

Zi = «Oj 

(7) Z^ = Zi — a^ Zq , 



^^1 = 1-01 

... ... 



Z^^i-= Zfi — a^+i^— j 
Hieraus folgen sofort die beiden Ketten brüche 



(8a) 



(8b) 






N^-i - 



1 a 



^ 



N. 



/* 



1 1 

1 Ou 



1 
• ^1 



11 . . . . 1 



Wird hingegen die Kettenbruehentwickelung nur bis znm 
iu+l'»" Partialbruch fortgesetzt, so erhält man 



(9) 






«0 «i 

1 1 



• • • 



1 



Bezeichnet man Zähler und Nenner des eingerichteten Braches 
mit Z^+i und N'f^ +i, so wird oflfenbar 



Daraus folgt 
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^fi^i ^=^ Zfn — a^ . Zfi^i-p — 
/l — -^ * //i':^i -^-Q/t .,.1 > ^/i— 1. /)i4.2 



( 10b) c/i = ^ . /Ja_^i — ajt^i . ZfA-i . //«+2, 

(10c) (fo=iV^./'M+i— ö/l+l* ^J*-i'//^+3- 

Darch Anwendung der Kekursionsformeln für Nähe- 
rungszähler und Nenner gewinnt man hier aus 

dowie endlich durch die Division 



(11) 



/i Zfi gp . Ol . . g^ ^.1 . /jL ^.2 



U Nf* c.N^.fo 



Mit der Zahl der Grössen f wird auch der Kettenbruch 
unendlich. Damit nun der unendliche Eettenbruch gegen 
den erzeugenden Quotienten konvergiere, ist die notwen- 
dige und hinreichende Bedingung das Verschwinden des 
Bestes 

2Z= ^'^"#^!-^^^S lim^=oo. 

Der im Best vorkommende ju^® Näherungsnenner lässt sich 
unter der folgenden Bedingung eliminieren. 

Zwischen je drei auf einander folgenden Grössen 
V^i, ^x +1 , ^x +2 mögen solche lineare Gleichungen bestehen, 
dass daraus der Kettenbruch 






1 1 . . 1 



folgt, in welchem die Grössen g^^i bis g denselben Wert 
haben wie in Gieichung 9. Werden die hier auftretenden 
Näherungs-Zähler und Nenner mit 3^ ^^^ ^/^ bezeichnet, 
so folgen die den obigen ganz entsprechenden Gleichungen 



1 
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(13) 



(14a) 



{14b) 



(15a) 

(15b) 
(15c) 

(16) 




«Ri=l-a^ 

1 a^ . . «1 
1 1 . . 1 



— Ö/»M 



— «J»+i 



1 a^ . . «2 
1 1 .. 1 



Ä<//o = 91^.1^;« M — Oo . S?!..-! . V/'+2 , 

yh o^ Q/i -1.1 • Oft • • Qq • Vy 4-2 



Unter Benntzung der aas 14a und 14b folgenden Gleichangen 

Sß ■= ß/t +1 . ■NJt+ » o^— 1 ^^ a^+i • •^»— j > 

giebt Gleichung 16 
oder 

Durch Einsetzen dieses Wertes in 10c gewinnt man 



.f ^xr f _ ^' , f . ^V^i^n —»0 ■ ♦ q^+i ' ^ fi+2 



und hieraus 
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Folglich wird schliesslich 



VI. 



Aus der Rekursionsforrael der Kugelfunktionen 
(n+2) .Pn+2- (2n+3)a;Pn+i + (w + l)PH = 0, 
in der das Argument x fortgelassen ist, folgt nach geeigneter 
Division der Kettenbruch 






«0 «1 

1 1 

mit den speziellen Werten 
fi = -P», 



• • • 



a 



/* + !• 



1 



/l — -Pw+lJ 



(18) 



/M + 1 — Pn + ^ + 1, 



«0 = 



W + 1 



(2w+3)a; 

^ (n+2 )2 _ 

^ (2w+3)(2w+"5)äjä; ' 



Ö|it + i — 



(«+iti + l)2 



(2w+2|U+l)(2»+2^(+3)a;a; 



ö^u-f-l = 



_ >2H-^l + 2 



(2n+2|U+3)Ä; 

Die im Rest auftretende Grösse c lässt sich durch voll- 
ständige ^ Induktion bestimmen. Nehmen wir an, die Ent- 
wickelung sei bis zu einem bestimmten Werte f,i=l fort- 
gesetzt und der dabei auftretende Wert von c, der mit Cx 
bezeichnet werden möge, sei bekannt. Alsdann ist 

(a) • cxfi=Zifx+^—ax+i.Zx^ifi^2' 

Wird dagegen die Entwickelung bis zu dem Werte 
^==A+1 fortgesetzt, so erhalten wir die Gleichung 

(b) Cii+iA='^^+iA+2 — öi+2. Zx*fi+s 
mit der zu bestimmenden Grösse cx^y. 

Benutzen wir zur Umformung der rechten Seite die 
Beziehungen 
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'^+2 (2n+2;i+5)a? ^^+» "" (2»+2X+5)a? ''^+^ ' 

n+A+2 
'•'+i=(2n+2;i+5)a; •"*'+'' 

so folgt, dass die rechte Seite von (b) gleich der mit 

(2 4-2;L4-5^ multiplizierten rechten Seite von a, dass dem- 
nach 

^ __n±l+2_ ^ 

ist. Beebnet man nun Ci wirklich aus, so folgt unter 
Fortlassung des Index 

^^^^ ^"^(2w+3>'(2n+5)a?'"(2w+2/u+3)a;* 

Die Grösse c ist demnach gleich dem Produkt aller der- 
jenigen Faktoren, mit welchen in dem ursprfinglicben 
Kettenbruch ein Nenner und die beiden benachbarten 
Zähler multipliziert worden sind^ damit sämmtliche Partial- 
nenner den Wert 1 erhielten. 

Die Kugelfunktionen zweiter Art liefern den Ketten- 
bruch 






1 1 



ar 



1 



mit den speziellen Werten 



(20) 



Vo= Qn+fi+2f 



xfßt = Q 



«+/*+!> 



• • • . 






0^+1 = 



a^ = 



n+^+2 
{2n+2^+S)x^ 

(2«+2^+3)(2n+2iM-hl)Äa; ' 



01 = 



«0 = 



{n+2y 
{2n+b){2n+S)xx^ 

(2»+3)i* 
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Die Grösse h lässt sich auf demselben Wege wie c 
berechnen, und man erhält dafür das entsprechende Produkt 

n+jU+1 w+2 






(2w+2|U+3> (2w+2|u+l)a; (2»+3)a? 

Daher wird c . ä = a© . . ajt+i , 

Ä n+iU+2 

so dass der Rest die einfachere Gestalt 

(22) It = ^^•^'^'^^^^^-^g^^-*-! ' ^0 — /''^^s ' '^i) ' 

annimmt. 

Es sind jetzt nur noch die Grenzwerte, denen Pn^i», 
und Q»+^ mit unendlich wachsendem fx zustreben, zu be- 
stimmen. Dies ist schon von Heine ^) nach der Laplace- 
sehen Methode, den Grenzwert eines Integrals mit einem 
unendlich wachsenden Parameter annäherungsweise zu be- 
rechnen, ausgeführt worden. 

Betrachten wir zunächst die reellen Werte von x^ 

die der Ungleichung — 1 < a? <C + 1 
genügen und setzen zur Abkürzung 

a; = cos^, 0<^<7r2), n+^^\=l, 

so wird mit hinreichender Genauigkeit 



^1 =Qi =1/ oi!L ^ '(ooaa+ei). 



2X sin ^ 



1) Heine 1. c. S. 175-182. 

TT 

2) Das von Heine angegebene Interwall 0<t><-^istindem 

obigen Sinne zu erweitern. 

3) Heine 1. c. S. 178 Gl. 29c. 

4) Heine 1. c S. 182 Gl. 29b. 
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Der Rest konvergiert mithin mit wachsendem fi gegen die 

feste Grenze 

1 

Für die Kettenbruchentwickelung der Kugelfunktionen 
zweiter Art erhält man auf demselben Wege die Formel 

j^ _ fe/)it 2(t/^0 'ffi^l —^1 ffi +2) ^ 
Cfo (V'o/o —^tüffi+'i) 

wenn die Grössen f und ifj jetzt folgende Bedeutung haben, 



(27) 



fl =Q»4-h 





Jr« +(t +1 ) 


• • • • 



Es möge gestattet sein, hier die Bemerkung einzu- 
sehalten, dass beide Arten von Kugelfunktionen, derselben 
Kekursionsformel genügend, auch zu demselben Kettenbruch 
führen müssen^ dass also der Kettenbruch selbst nur einen 
der beiden Quotienten darstellen kann. 

Um den Rest für die reellen Werte — 1<^<+1 zu 

2 
erhalten, haben wir in Gl. 24 nur cos mit sin und — mit 

TT 

7. ZU vertauschen. Der Rest bleibt demnach auch hier un- 

bestimmt, die Konvergenz ganz unentschieden. 

Setzen wir dagegen mit Ausschluss der genannten 
Werte wieder 

so wird, da jetzt der zweite Summand im Nenner vernach- 
lässigt werden kann, 

(28) ^= (n+lWo ' 

mithin verschwindend klein, so dass also die Kettenbruch- 
entwickelung der Kugelfunktionen zweiter Art für die be- 
trachteten Werte von x gegen den erzeugenden Quotienten 
konvergiert. 
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Durch Zusammenfassen dieser Resultate gewinnt man 
für alle Werte von x, die reellen zwischen den Grenzen 
+1 und —1 ausgenommen, die Beziehung 

■Pn-H __ ö»»+l 1 

Pn Qn '^{n+iyPn.Qn 



(29) 



VII. 



Der Kettenbruchentwickelung der Cylinderfunktionen 
ist eine ähnliche Bemerkung wie bei den Eugelfunktionen 
voranzuschicken. Beide Arten genügen derselben Bekur* 
sionsformel und liefern daher denselben Eettenbruch. Dieser 
kann daher nur einen der beiden Quotienten darstellen. 

Das Verhältnis Jn^iiJn ist schon von Be s s e P) (1. c.) 
und von Herrn LommeP) in einen Kettenbruch verwan- 
delt worden, und zwar giebt letzterer ihm die folgende 
Form 



'»+1 



Jn 



Z 



z' 



2(»+l) 2(n+2) . . . 2(w+iu)— ^ 



«^n+n*+l 



'«+/i 



Die Konvergenz desselben begründet er auf folgende Weise : 
^Da der Quotient J^n+i^+i 'Jn+ii bei wachsendem Index offen- 
bar verschwindet, so darf in vorstehendem Kettenbruch das 
Restglied J^„+^+i:Ji,+^ weggelassen und derselbe ins Un- 
endliche fortgesetzt werden*'. Die Begründung ist stich- 
haltig. Trotzdem scheint es nicht ohne Interesse zu sein, 
den Rest wirklich aufzustellen und zu berechnen. 

Aus der Rekursionsformel 
folgt nach geeigneter Division der Kettenbruch 






1 1 . 



a^+i- 



fi 



M+i 



1) Lommel, Studien über die Bessel'schen Funktionen S. 5. 
2} Bessel 1. c. S. 31—32. 
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mit den speziellen Werten 



(18) 



/l = Jn+h 



ffi+2=^ Jn+fi+2' 



00 = 



01 = 



X 



2{n+iy 



X 



2 



2(n+l).2(n+2)' 



Oa== 



a;2 



2(n+iu)2(n+/u+l) 



'*'*+^-2(n+|U+l)' 



Die Grösse c, welche sich genau so wie oben berechnen 
lässt, nimmt hier den Wert an 



X 



X 



X 



^^^^ ^ 2(»+l) 2(w+2)""2(w+iu+l)' 

Die Cylinderfuiiktionen zweiter Art liefern den Kettenbruch 



Vi 



O^+l 0|tt . . . do' 
1 1 ... 



1 



mit den Werten 



(20) 



V^^+2 = Yn 



0^+1 = 



;r 



2(w+/w+l) 



*'* ■~2(»+^i+l).2(n+iu) 



Ol = 

oo = 



X 



2 



2(»+2)2(n+l) 



2{w+l) 



Hier wird 

(21) 
mithin 



h= 



X 



X 



X 



2(n+iu+l) 2(n+iu) 2(w+l) 
c=& 
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und 

(22) R = /)*-*-^(/^-*-^-^o""/i^+2*^i) . 

Es erübrigt also nur noch, die Werte der Cylinderfunk- 
tionen für unendlich grossen Index zn berechnen. Es soll 
dies im folgenden für ein reelles und ein rein imaginäres 
Argument ausgeführt werden. Der allgemeine Fall eines 
komplexen Argumentes muss späteren Untersuchungen vor- 
behalten bleiben. 

In der Gleichung 

"^••^^^""^^^ l 2(2n+2) 2.4(2w+2).(2w+4)~*** ) 

sind alle Glieder der Klammer mit Ausnahme des ersten 
für unendlich grosses n unendlich klein und besitzen sämt- 
lich abwechselnde Vorzeichen. Da ferner jedes Glied grösser 
als folgende ist, so erhält man zunächst für ein reelles po- 
sitives :» die Ungleichungen 



«n 






Es wird demnach 

JJx) = ^^ -^ ' Cn, Cn= 1 — g, lim €=0 für »=oo. 

Da ferner Jn{x)={ — 1)** Jn(+a?) ist, so gilt die Gleichung 

(23) "^""^^^^^Jin ' ^'^^ ön=l— ß, lim fi=0 für w=oo 
für positives und negatives reelles x. 

Für ein rein imaginäres Argument \,x wird ferner 

^»» l«^;- 2^/iw 1^ -^ 2(2w+2) "^ 2 . 4 . (2w+2)(2w-f4) "^ ■ ' j 
oder 

(-i)». J»0-a;)= 2-^{l + 2(2S:2)+2.4.(2«+2)(2,i+4)+'T 

Für positives o; ist dann 

x^ 



i-irJn{ix)>oAT^y 



und 



29 



(-«■■•'■'"'<2ia^-^ + 2l2fe) + (2(2Ä2))+-| 



x"" 1 



^''.lln ._ x^ 



2(2n+2) 
Daher wird für positives x 

Da auch hier 

ist, so gilt für positives und negatives x 

(—*)*•. JA%x) = ~^^ Cn, c;= 1 + «, lim 6 = fürn = 00 . 
daher schliesslich auch 

(23a) «^-(-) = 2^«-- 

Damit ist für reelles und rein imaginäres x das Resultat 
gewonnen : 

(23b) J^{x) = ^Tfi^ • ^'»> Cn = 1 lim w = 00 . 

Zur Berechnung der Cylinderfunktionen zweiter Art für 
unendlich werdenden Index gehen wir aus von der oben 
angegebenen Heine'schen Gleichung 

^'•= 2^7^=4) • A'"°'^8i»>i<^- 



Zunächst suchen wir den Fall eines reellen positiven x zu 
erledigen. Dazu benutzen wir den Umstand, dass nach 
der Definition Yn im Querschnitt gleich dem arithmetischen 
Mittel aus den Werten am üferrand ist, und erhalten, wenn 
wir das Integral ohne den Faktor mit Sx bezeichnen^) 



00 



n 



fifj = je^ sin .vp^jQg 2»^^^^_ /sin (^ c0g y) gin a»qpd^. 



Nun wird das zweite Integral unendlich klein während das 
erste, wie sich zeigen wird, unendlich gross wird. Unter 



1) Heine 1. c. S. 235. 



30 
Vemachlässigang des zweiten Integrals erhalten wir daher 

00 

5i = /e'"' ^"^ ^ cos ^ ifpdify 





00 






= 1 c 



Es ist leicht, Si in Grenzen einznschliessen. Durch die 
Substitution 

wird, wenn wir den positiv reellen Wert von x mit ^ be- 
zeichnen, 



00 





Nun ist einerseits 

00 



äi?. 



8^< fe-H^+\)^^dg 





OD- 



< e^' /e-^>+ 1^^+ 1)**^^ ^^ 





00 



<^ fe-^'^g'^-^dis' 



1 

00 



<4 fe-^i^-^d^ 







^^ tan » 



anderierseits 



S{>fer^\ 






> 





12(2w— 1) 



Bezeichnet daher Ci einen zwischen ^ und 1 liegenden 
Wert, so wird 
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J2(2«-l) 

mitbin 

(24) r„(|)- 2»ii(„_^) — p— «'i- 

Da ferner nach der Definition 

Äi(-|) = Si(D 
sein soll, so ergiebt sich sofort 

Y( n- (-^^^ -^(2«-l) .^ 

•t«i 5^"-2"n(«-i) (—1)2» ^* 

Dadareh ist die für jedes reelle x geltende Gleichnng 
icA ^ V, s «" il(2»— 1) 

(24a) ^"(^) = 2»JI(n-i) — 1^—-^^ 

gewonnen. 

Für den Fall eines positiv imaginären Argumentes 

ist das Integral 

1 

Bezeichnen wir dieses Integral allein mit S^, so wird durch 
die Substitution 



2 

00 



= ;2f 



■/ 



2«f--l 



S^=z le-'^ißi^—l) ' d;&. 





Auch hierfür finden sich leicht Grenzen. Es ist nämlich 
einerseits 

00 



S%< ffr'^''z^'"'^dz, 



1 

00 



J. iT(2w-l) 
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andererseits 



00 



^2 > fe^'^\z—\f'^^dz 



\2» ^2« 



1 « 

00 

Vr(2n-1) ^ 

Bezeichnet jetzt c^ einen zwischen 1 und e""^ liegenden 
Wert, so wird 

Der Fall eines negativen ?/ erledigt sich wieder infolge 
der Definition durch die Gleichung 

Daher ist 

Die Formel 

(24b) r„(»,?)=2;;^^^.^^^c, 

gilt daher sowohl für positives als^auch für negatives r,. 
Diese beiden Resultate legen die Vermutung nahe, dass 

sein wird. Der Nachweis dieser Formel muss jedoch einer 
späteren Untersuchung vorbehalten bleiben. 

Führen wir nun die so gefundenen Werte in den 
obigen Restausdruck ein, so erhalten wir nach Vernach- 
lässigung von ^^+2.^n*+2 gegen ^1//o im Nenner und geeig- 
neter Division 
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B=%_4±lfl_4±i.!(!i) 






(^ x.x \ 



also einen stets verschwindenden Ansdraek. Damit ist fUr 
reelle und für rein imaginäre Werte von x erwiesen, dass 
die Kettenbruchentwickelung der Cylinderfunktionen erster 
Art gegen den erzeugenden Quotienten konvergiert. 

Für den bei der Kettenbruchentwickelung der Cylin- 
derfunktionen zweiter Art auftretenden Rest erhalten wir 
auf demselben Wege 

worin aber jetzt die Grössen f und xp die folgende Bedeu- 
tung haben: 



• • • • 
/Ji+2=rn+/i+2. 






Nun lässt sich foipo gegen /J,i:2 V^/*i-2, /J*+i. V^o gegen ffi-*-2. tpi 
vernachlässigen; /)4+2 hebt sich fort, und es bleibt der ein- 
fache Ausdruck 



(26) iJ=.Mi±L.= 



c 



r=? 



der offenbar nicht verschwindet. 

Für die betrachteten Werte von x folgt daraus noch 
die Beziehung 

(27) !^* — ^'•±1 = — ^ 



Jn Yn Jn^Yn. X'\jn 
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steinfurt i. W. als Sohn des verstorbenen Gymnasialober- 
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dem Zeugnis der Reife verliess. Nachdem ich dann das 
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Lasaulxf, Laspeyres, von Lilienthal, Lipschitz, Ludwig, 
Minkowski, Neuhäuser, vom Rath f, Rein, Strasburger. 
Allen genannten Herren, besonders aber Herrn Geh. 
Reg.-Rat Professor Dr. Lipschitz, von welchem ich die An- 
regung zu vorliegender Arbeit erhielt, sowie Herrn Pro- 
fessor Dr. Kortum spreche ich an dieser Stelle meinen 
wärmsten Dank aus. 

Nachdem ich am 15. Februar 1890 das Examen pro 
facultate docendi in Bonn abgelegt hatte, erhielt ich meine 
pädagogische Ausbildung am Realgymnasium zu Iserlohn 
und am Gymnasium zu Burgsteinfurt, unterrichtete ein Se- 
mester am Gymnasium zu Hamm und bin seit Oktober 
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Thesen. 



1. Bestimmt man die Einheiten i und j aus der 
Gleichung 

und bedeuten w^, wg, co^ irgend welche reelle Grössen, so 
giebt es Funktionen, die den Gleichungen 

f{x+o){) =f{x\ 
f{x+io)^=f(x), 
f{x+jo}^)=f(x) 
genügen. 

2. Der experimentelle Nachweis einer vermittelten 
Fernwirkung der elektrischen Kraft kann nicht ohne Ein- 
fluss auf unsere Ansicht von der Natur der Schwerkraft 
bleiben. 

3. Die richtig angewandte Analogie ist ein äusserst 
fruchtbares Prinzip der mathematischen Forschung. 

4. Eine Erweiterung des Lehrpensums in der Mathe- 
matik an den höheren Lehranstalten erscheint nicht er- 
strebenswert. 

5. Klassische Bildung und Schulung ist auch ohne 
das Studium der klassischen Sprachen möglich. 



c 




■ß 



